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Abstract. In this paper we show, that the classical theorem of HOLDITCH also 
holds in the isotropie plane. Than we give an interpretation for the only invariant M, 
which determines the area of the point - paths of a periodic motion in the isotropie 
plane. 
Der klassische Satz von HOLDITCH aus dem Jahr 1858 (vergleiche [9]) war in 
letzter Zeit mehrfach Gegenstand bemerkenswerter Untersuchungen und Verall-
gemeinerungen (vergleiche [1], [6], [8] und [13]). Gleichzeitig wurde versucht, diesen 
Satz für Regelflächen auszusprechen (vergleiche [6], [7] und [10]) oder ihn in nicht-
euklidische Ebenen zu übertragen (vergleiche [7] und [12], wo ein sphärisches Ana-
logon bewiesen wird). Da nun auch die Kinematik der isotropen Ebene eingehend 
studiert wurde (vergleiche [14], [15], [20], [21] und [22]), soll hier versucht werden, 
eine Verallgemeinerung des Satzes von HOLDITCH für die isotrope Ebene zu be-
weisen. 
1. Grundlagen 
In der affinen Ebene A2(R) wird durch 
{ 
x(t) = a(t) + Xo 
y(t) = b(t) + Xo· c(t) + Yo (1) 
(a(t), b(t),c(t) E C1 , tE (- 00, + (0)) ein Zwanglauf L/Lo im Sinne der ebenen isotropen 
Bewegungsgruppe 183 bestimmt(vergleiche [14], [16] und [18]). 
Werden nun dem klassischen Satz von HOLDITCH folgend die Endpunkte einer 
Strecke konstanter isotroper Länge ("I' 0) von einem isotropen Zwanglauf (1) auf 
einer Eilinie geführt, so muß es bei diesem Zwanglauf Augenblicke t j (i = 0,1, ... 
nEIN) geben, in denen 
(2) 
gilt. Zum Zeitpunkt t j liegt dann momentan eine isotrope Scherung oder ein Stillstand 
von L in Lo vor. Da in den bisherigen Betrachtungen isotroper Zwangläufe solche 
Momente stets ausgeschlossen waren (vergleiche [14]), wollen wir uns kurz eine etwas 
bessere Kenntnis darüber verschaffen. 
1) Ableitungen nach t werden wir durch Striche kennzeichnen. 
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2. Isotrope Zwangläufe mit momentaner isotroper Scherung 
In (1) liege für t = to die Situation von (2) vor. Die Punkte (xo,yo) von ~ besitzen 
dann Bahntangenten in ~o, deren Richtungsvektoren durch 
(3) 
beschrieben werden. Die Punkte von ~ durchlaufen singuläre Punkte ihrer Bahn-
kurven, wenn 
b'(to) + Xo· c'(to) = 0 (4) 
erfüllt ist2). Dies tritt genau dann für alle Punkte der Gangebene ~ ein, wenn ein 
augenblicklicher Stillstand 
a'(to) = b'(to) = c'(to) = 0 (5) 
des isotropen Bewegungsvorganges vorliegt. Für c'(to) =I 0 existiert in ~ eine isotrope 
Gerade 
_ b'(to) 
Xo - - c'(to)' 
(6) 
deren Punkte der augenblicklichen isotropen Scherungsachse angehören, also für t = to 
Fixpunkte des Zwanglaufs sind. Alle anderen Punkte von ~ besitzen nach (3) zum 
Zeitpunkt to isotrope Bahntangenten. 
Satz 1: Liegt zum Zeitpunkt to eines ebenen isotropen Zwanglaufs ~/~o eine iso-
trope Scherung vor, so durchlaufen alle für to in ~o festen Punkte von ~ augenblicklich 
Spitzen ihrer Bahnkurven; alle anderen Punkte von ~ besitzen für to isotrope Bahn-
tangenten. 
3. Geschlossene isotrope Bewegungsvorgänge 
Der isotrope Zwanglauf (1) heißt geschlossen (vergleiche [3, S. 260] bzw. [11, 
S. 206 D, wenn es ein T E IR + gibt, so daß für alle tE ( - 00, + (0) 
a(t+ T) = a(t), b(t+ T) = b(t) und c(t + T) = c(t) (7) 
gilt. Dabei sei noch vorausgesetzt, daß T die kleinste derartige Zahl ist. Alle Bahn-
kurven eines solchen geschlossenen isotropen Bewegungsvorganges sind geschlossene 
Kurven. 
Wir definieren 
F(k):=~.J x·dy-y·dx 
k 
(8) 
als Flächenmaß einer geschlossenen Cl-Kurve k der isotropen Ebene und beweisen den 
folgenden 
2) Es handelt sich bei diesen Singularitäten im allgemeinen um Spitzen der Bahnkurven. 
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Satz 2: Das Flächenmaß einer geschlossenen C1_ Kurve k der isotropen Ebene ist eine 
Invariante der ebenen isotropen Bewegungsgruppe 133 , 
Beweis: Sei k eine geschlossene C1-Kurve (x(t),y(t» der isotropen Ebene mit der 
Periode TE IR + (t E ( - 00, + 00 » und K 
{
X(t) = x(t) + a 
y(t) = y(t) + b + C· x(t) (9) 
die durch eine ebene isotrope Bewegung (a, b, c konstant E IR) aus k hervorgehende 
Kurve, so finden wir 
T 
2· F(k) = ! xdy - ydx = (a' y(t) + x(t)· (a' c - b» 6 + 
(10) 
+ 2· F(k) = 2· F(k). 0 
Für die Bahnkurven Po(xo,yo) der Punkte (xo,Yo) der Gangebene ~ bei einem ge-
schlossenen isotropen Bewegungsvorgang ~/~o mit der Periode T erhalten wir das 
Flächenmaß 
T 
2· F(po(xo,yo» = f (a(t)· b'(t) - a'(t)· b(t»dt + 
o T 
woraus mit T 
+ Xo J (a(t)· c' (t) - a'(t)· c(t»dt, 
o 
M:= ~-S (a(t)'c'(t) - a'(t)'c(t»dt 
o 
(11) 
(12) 
für die Flächenmaße F(po(xo,yo» und F(PO(X"Y1» der Bahnkurven zweier nicht-
paralleler Punkte (xo,Yo) und (X"Y1) von ~ 
F(po(xo,yo» - F(PO(X"Y1» = M· (xo - X1) (13) 
folgt. Damit gilt das folgende isotrope Analogon zum Satz von Holditch: 
Satz 3: Die Differenz der Flächenmaße der geschlossenen Bahnkurven je zweier 
Punkte (xo,yo) und (X"Y1) der Gangebene ~ ist für einen geschlossenen ebenen iso-
tropen Bewegungsvorgang ~/~o nur von der Zwanglaufkonstanten M und dem iso-
tropen Abstand der Punkte (xo,yo) und (X1,Y1) abhängig. 
Damit ist auch ein Analogon zu den STEINER'schen Sätzen für geschlossene 
ebene euklidische Zwangläufe gefunden (vergleiche [17, S. 99 fLD: Punkte von~, 
die bei einem geschlossenen ebenen isotropen Zwanglauf Bahnkurven mit demselben 
Flächenmaß besitzen, liegen nach (13) für M =I- 0 auf einer isotropen Geraden. Für 
M = 0 stimmen die Flächenmaße aller Bahnkurven überein. Dies ist genau für 
a(t)=K'c(t) (K=konst.EIR)'V tE(-OO,+OO) (14) 
der Fall. 
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Betrachten wir nun das isotrope Analogon zum klassischen Satz von HOLDITeH 
genauer (Abbildung 1): 
F 
B 
Die nichtparallelen Punkte A und B werden auf einer Eilinie k geführt, überstrei-
chen aber nicht ganz k. Der zugehörige isotrope Zwanglauf ~/~o ist geschlossen; die 
von den Bahnkurven von A und B (Teile von k) umschlossenen Gebiete besitzen ver-
schwindendes flächenmaß. Es gilt also M = 0; damit verschwindet das flächenmaß 
aller Punktbahnen dieses isotropen Zwanglaufs. In der Abbildung 1 ist das für die 
Punktbahn Po(C) so zu verstehen, daß die verschieden schraffierten Gebiete in ent-
gegengesetzter Richtung umlaufen werden. Da sie gleichen Flächeninhalt besitzen, 
gilt F(po(C» = 0.3) 
4. Deutung von M im kinematischen Bild des isotropen Zwanglaufs 
Wir betrachten die kinematische Abbildung 
K: 1B3 ) P3 
(a(t),b(t),c(t» ~ (1: a(t): c~): b(t) _ a(t)2c(t»! (15) 
der ebenen isotropen Bewegung (1) (vergleiche [19, S. 205 f.]). Dem geschlossenen 
isotropen Bewegungsvorgang (1) mit (7) entspricht dabei eine geschlossene Bildkurve 
k*. Die Zusammensetzung der ebenen isotropen Bewegungen induziert im drei-
dimensionalen projektiven Bildraum P3 eine fünfparametrige Gruppe G5 projektiver 
Kollineationen (vergleiche [19, S. 205 f.]), die in die sechsgliedrigen Gruppen \86(1) 
der allgemeinen isotropen Bewegungen des einfach isotropen Raumes 13(1) und \86(2) der 
jsotropen Bewegungen des zweifach isotropen Raumes 13(2) eingebettet ist. Wird k* aus 
dem absoluten Punkt F (0: 0: 0: 1)t dieser Räume in die nichtisotrope Ebene X3 = 0 
projiziert, so besitzt die entstehende ebene Bildkurve k*' unter Verwendung der 
üblichen affinen Koordinaten 
3) In Abbildung 1 liegt A auf der momentanen isotropen Scherungsachse und durchläuft daher 
augenblicklich eine Spit2e seiner Bahnkurve. 
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1 :x:y:z = xo:x, :X2:X3 (xo =F 0) 
das Flächenmaß4) 
F(k*) : = F(k*/) = 1.. S xdy - ydx = 
2 k*' 
T 
Damit gilt der 
= 1-S (a(t)· c/(t) - a/(t)· c(t»dt = ~. 
o 
31 
(16) 
(17) 
Satz 4: Die Zwanglaufkonstante M eines geschlossenen ebenen isotropen Zwang-
laufs ~/~o läßt sich als doppeltes Flächenmaß der dem Zwanglauf in der isotropen kine-
matischen Abbildung zugeordneten Bildkurve k* deuten. 
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